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O objetivo deste trabalho e´ a modelagem matema´tica da propagac¸a˜o do poluente
mercu´rio na a´gua. O modelo bidimensional consiste na drenagem da a´gua atrave´s
de um canal, onde o poluente (mercu´rio) entra. O modelo consiste em um conjunto
de equac¸o˜es diferenciais parciais: as equac¸o˜es para a conservac¸a˜o da massa, a quan-
tidade de movimento, e a concentrac¸a˜o das espe´cies, sujeitas a condic¸o˜es iniciais e
de contorno apropriadas. Estas equac¸o˜es foram discretizadas pelo me´todo de dife-
renc¸as finitas centrais, gerando sistemas lineares que foram resolvidos pelo me´todo
de Gauss-Seidel e a convergeˆncia foi acelerada usando a te´cnica de sobre-relaxac¸o˜es
SOR. A ana´lise da consisteˆncia e estabilidade da equac¸a˜o de concentrac¸a˜o foi feita.
Ale´m disso, a soluc¸a˜o anal´ıtica da equac¸a˜o de concentrac¸a˜o, que e´ uma equac¸a˜o di-
ferencial parcial bidimensional na˜o homogeˆnea com uma condic¸a˜o de contorno na˜o
homogeˆnea, foi obtida com a transformada de Laplace. Os resultados obtidos a
partir do modelo nume´rico e da soluc¸a˜o anal´ıtica foram comparados e apresentam
concordaˆncia razoa´vel.
Palavras-chave: Concentrac¸a˜o; Espalhamento; Poluic¸a˜o; Modelagem Matema´tica;
Soluc¸a˜o Nume´rica; Soluc¸a˜o Anal´ıtica.
xiv
ABSTRACT
The goal of this work is the mathematical modeling of the spreading of the pollu-
ting mercury in the water. The two-dimensional model consists of water drainage
through a canal, where the pollutant (mercury) enters. The model consists of a set
of partial differential equations: the equations for the conservation of the mass, the
momentum, and the concentration of the species, subject to appropriate initial and
boundary conditions. These equations were discretized by the method of central
finite differences, generating linear systems, which were solved by the Gauss-Seidel
method and convergence was accelerated using the over-relaxation SOR technique.
The analysis of the consistency and stability of the concentration equation was
made. Furthermore, the analytical solution of the concentration equation, which
is a two-dimensional non-homogeneous partial differential equation with one non-
homogeneous contour condition, was obtained using Laplace transform. The results
obtained from the numerical model and the analytical solution were compared and
presented reasonable agreement.
Keywords: Concentration; Spreading; Pollution; Mathematical Modeling; Nume-
rical Solution; Analytical Solution.
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1 INTRODUC¸A˜O
O mercu´rio e´ um contaminante ambiental perigoso. No Japa˜o, aproxi-
madamente 2252 pessoas foram afetadas e 1043 morreram devido a` doenc¸a de Mi-
namata [22], causada pela poluic¸a˜o elevada por mercu´rio de uma indu´stria qu´ımica.
Estudos de toxicologia tambe´m demonstraram que o mercu´rio, especialmente o me-
tilmercu´rio (MeHg), e´ muito to´xico para o embria˜o humano e seu feto. O MeHg e´ a
forma mais to´xica de mercu´rio. Em sistemas aqua´ticos, a bioacumulac¸a˜o atrave´s da
cadeia alimentar pode causar altos n´ıveis de contaminac¸a˜o por mercu´rio em peixes,
mesmo em concentrac¸o˜es muito baixas de MeHg na a´gua. Nos sistemas aqua´ticos,
o mercu´rio existe em formas elementares, inorgaˆnicas e orgaˆnicas. O mercu´rio ele-
mentar Hg0 e´ o u´nico metal em forma l´ıquida a` temperatura ambiente, tem alta
volatilidade e relativamente baixa solubilidade em a´gua. A literatura indica que as
fontes de atividade humana mais importantes de poluic¸a˜o por mercu´rio em siste-
mas aqua´ticos sa˜o: (1) deposic¸a˜o atmosfe´rica, (2) erosa˜o, (3) descargas urbanas, (4)
materiais agr´ıcolas, (5) minerac¸a˜o e (6) combusta˜o e descargas industriais [53].
Para obter a concentrac¸a˜o de um poluente na a´gua, utilizaremos a
dinaˆmica de fluidos computacional DFC, que fornece a aproximac¸a˜o nume´rica das
equac¸o˜es que governam o movimento do fluido. Estas sa˜o um conjunto de equac¸o˜es
diferenciais parciais, EDPs. Essas equac¸o˜es sa˜o discretizadas para produzir siste-
mas alge´bricos de equac¸o˜es. O me´todo de soluc¸a˜o pode ser direto ou iterativo. As
condic¸o˜es iniciais e as condic¸o˜es de contorno do problema espec´ıfico sa˜o usadas para
resolver essas equac¸o˜es. Ale´m disso, alguns paraˆmetros de controle sa˜o usados para
controlar a convergeˆncia, estabilidade e precisa˜o do me´todo nume´rico.
A equac¸a˜o da concentrac¸a˜o e´ uma equac¸a˜o de difusa˜o-convecc¸a˜o que
surge em va´rios problemas f´ısicos na engenharia, incluindo a migrac¸a˜o de conta-
minantes num rio, espalhamento de fumac¸a na atmosfera, dispersa˜o de produtos
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qu´ımicos em reatores, dispersa˜o de trac¸adores em um meio poroso. A equac¸a˜o
de difusa˜o-convec¸a˜o tambe´m e´ utilizada na biologia, como por exemplo o modelo
matema´tico que e´ desenvolvido para o perfil (distribuic¸a˜o) de ca´lcio. O modelo
incorpora um importante paraˆmetro fisiolo´gico, como o coeficiente de difusa˜o [29].
1.1 Motivac¸a˜o
O mercu´rio e seus compostos sa˜o amplamente distribu´ıdos no meio am-
biente e a principal causa de acumulac¸a˜o de metilmercu´rio em seres humanos e´ o
consumo de peixe. A taxa de acumulac¸a˜o de metilmercu´rio depende de muitos fa-
tores, como a quantidade, tamanho, tipo e frequeˆncia do peixe consumido. Por
exemplo, o pica˜o verde absorve mais metilmercu´rio que a truta de arco ı´ris [35], pois
as maiores concentrac¸o˜es de sedimentos sa˜o previstas em ambientes de a´gua doce [3].
Segundo a literatura [26], a produc¸a˜o mundial de mercu´rio e´ estimada em 10 mil to-
neladas por ano, e seu uso ocorre nas mais diversas a´reas, como indu´strias, minerac¸a˜o
e odontologia, sendo os principais produtores o Canada´, a Ru´ssia e a Espanha. No
Brasil o mercu´rio meta´lico e´ usado em indu´strias de cloro-soda, laˆmpadas ele´tricas,
pilhas, tintas, indu´stria farmaceˆutica, explosivos, couro, madeira, teˆxtil, em artigos
denta´rios, aparelhos ele´tricos, catalisadores para materiais pla´sticos, garimpo e entre
outros [5].
A preocupac¸a˜o com a protec¸a˜o ambiental vem ganhando, cada vez mais,
papel relevante no cena´rio mundial, principalmente nestas u´ltimas de´cadas. Neste
contexto, pretende-se modelar matematicamente e aproximadamente a concentrac¸a˜o
de poluentes no meio aqua´tico. No campo da modelagem da qualidade da a´gua,
va´rios pesquisadores apresentaram diferentes abordagens para entender e interpretar
o conceito ba´sico de problemas de qualidade da a´gua. Em caso de emergeˆncia, como
descargas acidentais em um rio, a previsa˜o da evoluc¸a˜o do poluente e´ crucial para
a tomada de deciso˜es eficazes e ra´pidas. A tomada de deciso˜es deve ser simples e
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precisa, pois o modelo necessita de um tempo computacional que deve ser reduzido
e de um mı´nimo de dados de entrada [36]. Enquanto a melhoria da a´gua pode ser
obtida somente com planos que reduzam as emisso˜es de poluentes, a modelagem
matema´tica da dispersa˜o na a´gua deve ser capaz de relacionar a causa (a fonte) com
a concentrac¸a˜o da poluic¸a˜o.
1.2 Objetivos
O objetivo principal deste trabalho e´ desenvolver um modelo matema´tico
bidimensional para descrever a concentrac¸a˜o de poluentes na a´gua, via uso de
equac¸o˜es diferenciais parciais da dinaˆmica de fluidos. Discretiza-se as equac¸o˜es
do modelo a partir do me´todo de diferenc¸as finitas centrais gerando sistemas de
equac¸o˜es lineares. Obte´m-se a soluc¸a˜o dos sistemas utilizando o me´todo de Gauss-
Seidel.
Os objetivos espec´ıficos deste estudo, tendo em vista a modelagem do
escoamento de poluente na a´gua sa˜o:
1. Analizar a consisteˆncia e estabilidade da equac¸a˜o da concentrac¸a˜o;
2. Obter a soluc¸a˜o anal´ıtica da equac¸a˜o da concentrac¸a˜o;
3. Comparar a soluc¸a˜o nume´rica do modelo com a soluc¸a˜o anal´ıtica da
equac¸a˜o de concentrac¸a˜o.
1.3 Organizac¸a˜o do Trabalho
No cap´ıtulo 2 apresenta-se a revisa˜o bibliogra´fica sobre o mercu´rio, seu
ciclo biogeoqu´ımico, o transporte, e a transformac¸a˜o no ambiente a´quatico.
No cap´ıtulo 3 descreve-se as equac¸o˜es governantes do escoamento: as
equac¸o˜es da conservac¸a˜o da massa, da quantidade de movimento, da energia e da
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concentrac¸a˜o.
No cap´ıtulo 4 discretiza-se as equac¸o˜es diferenciais do modelo por dife-
renc¸as finitas, apresenta-se o me´todo iterativo de Gauss Seidel. Ale´m disso, faz-se a
ana´lise de consisteˆncia e estabilidade da equac¸a˜o da concentrac¸a˜o.
No cap´ıtulo 5 apresenta-se a soluc¸a˜o anal´ıtica da equac¸a˜o da concen-
trac¸a˜o por transformada de Laplace, mostrando o resultado por isolinhas. De forma
semelhante, apresenta-se a soluc¸a˜o nume´rica do modelo e finalmente se compara as
duas soluc¸o˜es.




O mercu´rio e´ um metal pesado de aspecto prateado, inodoro, cujo
s´ımbolo e´ Hg. As formas nas quais pode ser encontrado sa˜o: mercu´rio meta´lico Hg0,
mercu´rio (I) e mercu´rio (II), nas quais os a´tomos perdem um ou dois ele´trons, res-
pectivamente, formando o mercu´rio mercuroso Hg++2 e o mercu´rio mercu´rico Hg
++.
Estes dois u´ltimos, mercuroso e mercu´rico, formam diversos compostos qu´ımicos
orgaˆnicos e inorgaˆnicos, como indicado na Tabela 2.1.
Tabela 2.1: Mercu´rios orgaˆnicos e inorgaˆnicos [40]
Inorgaˆnicos
- Meta´lico Hg0
- Sais mercurosos Hg2Cl2
- Sais mercu´ricos HgCl2
Orgaˆnicos
- Compostos de alquilmercu´rio CH3HgCl
- Compostos de arilmercu´rio C6H5HgCl
- Compostos de alcoxiarilmercu´rio CH2OCH2HgCl
Na Tabela 2.2 sa˜o apresentadas propriedades relevantes do mercu´rio:
Tabela 2.2: Propriedades atoˆmicas e f´ısicas do mercu´rio
Propriedade
- Nu´mero atoˆmico 80
- Massa atoˆmica relativa 200,61
- Densidade relativa 13,6 (a´gua = 1)
- Volume molar 14, 09cm3
- Velocidade do som 1407ms−1
- Viscosidade dinaˆmica 1,55 Pa.s a 200C
- Tensa˜o superficial 484 dines/cm (250C)
- Meia vida 60 dias ( no humano)
O mercu´rio e´ um contaminante global porque pode sofrer transporte
de longo alcance na atmosfera, ser persistente ao ambiente, acumala-se na cadeia
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aliment´ıcia e causa graves efeitos adversos sobre a sau´de humana e dos ecossistemas
[17]. A contaminac¸a˜o ambiental da terra, do ar, da a´gua e da vida selvagem em
va´rios ecossistemas com mercu´rio em todo o mundo, devido a` liberac¸a˜o natural e
pela atividade humana, tem sido uma preocupac¸a˜o global por de´cadas. Em geral,
a forma dominante de mercu´rio na a´gua, solo e sedimento e´ a forma inorgaˆnica
Hg(II), enquanto o metilmercu´rio CH3Hg
+ e´ dominante na biota e na atmosfera
[51].
Considera-se a existeˆncia de dois ciclos de transporte e distribuic¸a˜o do
mercu´rio no ambiente: um global e outro local. O ciclo de alcance global com-
preende a emissa˜o natural de mercu´rio pela gaseificac¸a˜o da crosta terrestre, por
emisso˜es vulcaˆnicas e evaporac¸a˜o natural de corpos de a´gua. O ciclo local e´ favore-
cido pelas fontes pontuais como, por exemplo, as indu´strias que utilizam mercu´rio.
Os sedimentos de rios, lagos e do mar, polu´ıdos com mercu´rio sa˜o perigosos porque
o mercu´rio confinado pode permanecer ativo para a metilac¸a˜o por cerca de 100 anos,
mesmo quando a fonte de poluic¸a˜o e´ eliminada.
2.1 Ciclo Biogeoqu´ımico do Mercu´rio
O conhecimento do ciclo do mercu´rio no ambiente e´ de extrema im-
portaˆncia para entender seu grau de toxicidade e a formac¸a˜o de seus compostos.
No ciclo biogeoqu´ımico, o mercu´rio pode ser transformado entre mercu´rio elemen-
tar Hg0, mercu´rio divalente Hg(II) e metilmercu´rio CH3Hg
+, e dimetilmercu´rio
CH3HgCH3. Todas estas espe´cies podem entrar em ambientes atmosfe´ricos, aqua´ticos
e terrestres.
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Figura 2.1: Ciclo do mercu´rio no ambiente aqua´tico [4].
A Figura 2.1 apresenta o ciclo do Hg na natureza, indicando as prin-
cipais reac¸o˜es que podem ocorrer no sedimento ou solo, na a´gua e na atmosfera.
Nota-se grande influeˆncia das bacte´rias e da luz solar no ciclo do Hg. O ciclo bi-
ogeoqu´ımico do mercu´rio e´ inicialmente dominado pela propagac¸a˜o atmosfe´rica e
por trocas entre a atmosfera e a superf´ıcie dos continentes e oceanos. Em a´guas
superf´ıciais, o mercu´rio inorgaˆnico Hg(I) pode ser reduzido ao mercu´rio meta´lico
Hg0 e, em seguida, volatilizado para ser transferido para a atmosfera. Na atmosfera,
o mercu´rio gasoso vai sofrer reac¸o˜es de reduc¸a˜o e de oxidac¸a˜o em ambas fase ga-
sosa e aquosa. Ele tambe´m pode permanecer em ambientes costeiros por deposic¸a˜o
hu´mida ou seca.
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2.2 Transporte e Transformac¸a˜o do Mercu´rio no Ambiente
A´quatico
Uma vez introduzido em ambientes aqua´ticos, as diferentes formas de
mercu´rio podem mudar. Nos sedimentos, o mercu´rio inorgaˆnico pode ser con-
vertido por va´rios mecanismos, e em seguida, ser transferido para a a´gua. Ele
pode bioacumular-se em teias alimentares aqua´ticos, o CH3Hg
+, e ainda pode
biomagnificar-se [38].
Nos u´ltimos anos, algumas descobertas importantes ocorreram: a des-
cric¸a˜o da formac¸a˜o do metilmercu´rio encontrado a partir da metilac¸a˜o do Hg por
bacte´rias aero´bias e anaero´bias merece maior destaque. A permaneˆncia do metil-
mercu´rio nos peixes e´ relativamente maior porque ele e´ metabolizado lentamente
[40]. A meia-vida do metilmercu´rio em peixes ocorre em func¸a˜o da espe´cie, vari-
ando geralmente de um a treˆs anos. As bacte´rias redutoras de sulfato (BRS) foram
identificadas como os principais metiladores nos sedimentos aqua´ticos [11]. A bio-
disponibilidade do mercu´rio para a metilac¸a˜o depende da especiac¸a˜o do mercu´rio.
Complexos de mercu´rio neutro dissolvido, tais como HgS0 em vez de Hg2+ livre, fo-
ram considerados mais suscept´ıveis de serem absorvidos por bacte´rias. A metilac¸a˜o
do mercu´rio tambe´m e´ influenciada por uma variedade de fatores ambientais como
temperatura, pH, salinidade, mate´ria orgaˆnica, concentrac¸o˜es de sulfeto e de sulfato
[55].
E´ importante notar que as espe´cies de mercu´rio inorgaˆnico bivalentes
ou ı´ons mercu´ricos sa˜o necessa´rios na metilac¸a˜o biolo´gica. Frequentemente, contudo,
os compostos de mercu´rio lanc¸ados no ambiente na˜o esta˜o nesta forma. O mercu´rio
inorgaˆnico pode ser metilado, principalmente, por dois mecanismos [40]:
i) biolo´gico, por microrganismos e fungos;
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ii) qu´ımico ou abio´tico, por meio de diferentes processos:
• pela reac¸a˜o com a metilcobalamina na˜o enzima´tica; o mercu´rio em
soluc¸a˜o aquosa pode ser metilado abioticamente. Em extratos livres de
ce´lulas de bacte´ria estritamente anaero´bica, Methanobacterium omeli-
anskii, foi observada transfereˆncia na˜o enzima´tica dos grupos metila da
metilcobalamina para os ı´ons Hg2+. A metilac¸a˜o na˜o enzima´tica dos
ı´ons Hg2+ demonstrada em laborato´rio na˜o e´ comprovada em condic¸o˜es
ambientais.
• via reac¸a˜o de transmetilac¸a˜o; o CH3Hg+ pode ser formado quimica-
mente atrave´s de uma reac¸a˜o de transmetilac¸a˜o, envolvendo derivados
met´ılicos de estanho. Pode, tambe´m, ser produzido quimicamente no
sedimento pela reac¸a˜o de transalquilac¸a˜o, entre mercu´rio inorgaˆnico e
compostos et´ılicos e met´ılicos de chumbo lanc¸ados no mesmo corpo
d’a´gua.
• pela reac¸a˜o com os a´cidos fu´lvico e hu´mico; podem tambe´m doar grupos
metila para o Hg2+ e, portanto, ser uma fonte adicional de CH3Hg
+
no ecossistema.
A formac¸a˜o biolo´gica enzima´tica do CH3Hg
+ foi inicialmente descrita
como ocorrendo em sedimento orgaˆnico anaero´bico. Os estudos iniciais indicavam
que o CH3Hg
+ era formado a partir deHg2+ por microrganismos anaero´bicos depen-
dendo da disponibilidade da metilcobalamina. A metilcobalamina e´ capaz de trans-
ferir o grupo metila para o ı´on Hg2+. Ela transfere o grupo metila para produzir o
CH3Hg
+ e o CH3HgCH3 em condic¸o˜es tanto aero´bicas quanto anaero´bicas. A me-
tilcobalamina pode estar dispon´ıvel em quantidades significativas no ambiente, por-
que e´ uma coenzima produzida pelas bacte´rias tanto aero´bicas quanto anaero´bicas.
Contudo, estudos mais recentes demonstram que a metilac¸a˜o do mercu´rio ocorre
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principalmente como processo microbiano aero´bico. A taxa de metilac¸a˜o do sistema
aero´bico aquoso e´ maior que a do correspondente sistema anaero´bico [2].
O mercu´rio tambe´m pode ser metilado no intestino, no muco e limo dos
peixes, no intestino de ratos e de humanos, mas na˜o no estaˆmago de gado. Certos
microrganismos do solo tambe´m metilam o mercu´rio. A taxa de s´ıntese biolo´gica
do CH3Hg
+ e´ determinada, principalmente, pela concentrac¸a˜o e forma qu´ımica de
Hg dispon´ıvel no ecossistema aqua´tico, assim como pela composic¸a˜o das espe´cies
microbianas e o tamanho e atividade da populac¸a˜o natural capaz de metilar. Esta
capacidade pode ser observada em muitas espe´cies de bacte´rias. Entre elas citam-se
Klepsiella pneumoniae, Escherichia coli, Clostridium hermoaceticium e Clostridium
sticklandii.
A seguir apresenta-se as equac¸o˜es governantes do escoamento e depois
o modelo para o espalhamento do poluente mercu´rio.
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3 EQUAC¸O˜ES GOVERNANTES DO
ESCOAMENTO DE FLUIDOS
A obtenc¸a˜o destas equac¸o˜es e´ usualmente baseada num princ´ıpio de
conservac¸a˜o, aplicado num volume de controle arbitra´rio V ⊂ R, onde d = 1, 2, ou
3 e´ o nu´mero de dimenso˜es do espac¸o considerado. Se o fluido esta´ em movimento,
ele pode fluir para dentro e para fora da Superf´ıcie de Controle S, a qual forma
a fronteira de V . As mole´culas individuais podem atravessar a interface, mesmo que
o fluido esteja em repouso. Por conseguinte, as propriedades f´ısicas e qu´ımicas do
fluido em V sa˜o influenciadas pelo meio envolvente. Ale´m disso, algumas quantida-
des sa˜o conservadas tais como [10], [41]:
• A Massa do fluido;
• A taxa de mudanc¸a de quantidade de movimento e´ igual a` soma das
forc¸as na part´ıcula de fluido (segunda lei de Newton);
• A taxa de variac¸a˜o de energia e´ igual a` soma da taxa de aquecimento
e a taxa de trabalho realizada sobre uma part´ıcula fluida (primeira lei
termodinaˆmica).
Os pric´ıpios de conservac¸a˜o podem ser expresssos em termos de equac¸o˜es
diferenciais que descrevem todo o mecanismo de transporte relevante, tais como con-
vecc¸a˜o, difusa˜o e dispersa˜o.
Seja x(t) = (x(t), y(t), z(t)) o caminho seguido por uma part´ıcula fluida,
de modo que o campo de velocidade e´ dado por:


























u(x(t), y(t), z(t), t),















u(x, y, z, t) = (u(x, y, z, t), v(x, y, z, t), w(x, y, z, t)),
obte´m-se
a(t) = uux + vuy + wuz + ut,
e escrevendo




















= ∂tφ+ u · ∇φ.
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A taxa de mudanc¸a
Dφ
Dt
e´ geralmente chamada de derivada material
(tambe´m chamada a derivada substantiva, ou derivada de part´ıcula) para enfatizar
o fato de que a derivada e´ tomada seguindo um elemento fluido. Isto e´ feito em duas
partes: primeiro ∂tφ e´ a taxa local de mudanc¸a num dado ponto, sendo zero para
fluxos esta´veis. A segunda parte, u ·∇φ, e´ chamada a derivada advectiva, porque e´ a
mudanc¸a em φ como resultado da advecc¸a˜o da part´ıcula de um local para outro [49].
Na sequeˆncia, obte´m-se as equac¸o˜es de conservac¸a˜o.
3.1 Conservac¸a˜o da Massa
Considere um volume infinitesimal de fluido fixo no espac¸o (descric¸a˜o
Euleriana). Deseja-se obter o fluxo de massa devido ao escoamento atrave´s de cada
face de cada volume, alinhado ao sistema cartesiano.






dydz − (ρu) dydz = ∂(ρu)
∂x
dxdydz,
onde ρ e´ a massa espec´ıfica.






dxdz − (ρv) dxdz = ∂(ρv)
∂y
dxdydz.






dxdy − (ρw) dxdy = ∂(ρw)
∂z
dxdydz.
















e, pela lei de conservac¸a˜o de massa, a taxa de variac¸a˜o da massa no interior do
volume de controle deve compensar o fluxo atrave´s da superf´ıcie de controle. Tem-















ou na forma vetorial:
∂ρ
∂t
+∇ · (ρu) = 0. (3.1)
A u´ltima equac¸a˜o e´ a forma diferencial da lei de conservac¸a˜o da massa,
tambe´m conhecida como equac¸a˜o de continuidade [14].
Um fluido e´ chamado de incompress´ıvel se sua densidade na˜o muda
com a temperatura e pressa˜o. Os l´ıquidos sa˜o quase incompress´ıveis. Embora os
gases sejam compress´ıveis, para nu´meros de Mach < 0, 3, a variac¸a˜o fraciona´ria da
pressa˜o absoluta no fluido e´ pequena. A equac¸a˜o da continuidade (3.1) se reduz no
caso incompress´ıvel a:
∇ · (ρu) = 0 (3.2)
3.2 Conservac¸a˜o da Quantidade de Movimento
A equac¸a˜o de quantidade de movimento e´ a representac¸a˜o matema´tica
da segunda lei de Newton, que afirma que um pequeno elemento de volume que se
move com o fluido e´ acelerado pelas forc¸as que agem sobre ele:
−→
F = m−→a ,
onde m e´ a massa e −→a e´ a acelerac¸a˜o.
A forma mais geral da segunda lei de Newton pode ser vista como uma
equac¸a˜o de conservac¸a˜o da quantidade de movimento. A forc¸a resultante e´ igual a`
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taxa de variac¸a˜o da quantidade de movimento. Para aplicar a lei de conservac¸a˜o
de movimento vamos considerar um elemento infinitesimal que se desloca com o
escoamento e analisar as componentes que agem sobre esse elemento em cada direc¸a˜o
[14],[6]. Dentro os tipos de forc¸a distinguem-se:
• Forc¸as de Corpo (ou Campo): Sa˜o as forc¸as que agem diretamente sobre
a massa ou o volume do fluido. Exemplos: gravidade, forc¸as centr´ıfugas
e de Coriolis, forc¸as eletromagne´ticas, etc.
• Forc¸as de Superf´ıcie: Sa˜o forc¸as que agem diretamente no elemento de
fluido atrave´s da superf´ıcie de controle. Exemplos: tenso˜es normais e
de cisalhamento, tensa˜o superficial, etc.























































A massa do elemento do fluido e´ dada por ρdxdydz. Logo, a aplicac¸a˜o
da segunda lei de Newton na direc¸a˜o x, para um volume de fluido em movimento



































































































































































As tenso˜es no fluido sa˜o modeladas utilizando os resultados de Newton,
de que a tensa˜o de cisalhamento e´ linearmente proporcional ao gradiente de veloci-
dade, sendo a constante de proporcionalidade a viscosidade.
Estendendo isto para um volume infinitesimal (Stokes) resultam as
relac¸o˜es:
τxx = λ(∇ · V ) + 2µ∂u
∂x
τyy = λ(∇ · V ) + 2µ∂v
∂y
τzz = λ(∇ · V ) + 2µ∂w
∂z

























Na equac¸a˜o (3.4) o coeficiente µ e´ a viscosidade dinaˆmica do fluido, o
coeficiente λ e´ o chamado segundo coeficiente de viscosidade e esta´ relacionado ao
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trabalho irrevers´ıvel pela compressa˜o. Pela hipo´tese de Stokes tem-se λ = −2
3
µ [14],
que e´ frequentemente utilizada, mas que ainda na˜o foi definitivamente confirmada
ate´ hoje.
Substituindo as equac¸o˜es (3.4) em (3.3), obte´m-se as equac¸o˜es de Navier-








































































































































3.3 Conservac¸a˜o da Energia
A equac¸a˜o de energia pode ser expressa pela primeira lei da termo-
dinaˆmica:
4E = Q+W,
onde 4E e´ a taxa de variac¸a˜o da energia, Q e´ fluxo de calor e W e´ o trabalho
realizado pelas forc¸as (de corpo e de superf´ıcie).















































+ ρ (ufx + vfy + wfz) .
O fluxo de calor, por unidade de volume, no elemento e´ dado por uma
parcela associada ao volume e outra devido a` conduc¸a˜o atrave´s da superf´ıcie de
controle [18]:

























A energia total do sistema para um volume infinitesimal, pode ser di-
vidida em duas partes: a energia interna relacionada a` cine´tica molecular (termo-
dinaˆmica) do fluido e a energia cine´tica (macrosco´pica) devido ao escoamento. A
energia por unidade de volume e´ dada por:





















































































+ ρ (ufx + vfy + wfz) .
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3.4 Conservac¸a˜o da Espe´cie Qu´ımica
A transfereˆncia de massa e´ a base para muitos processos qu´ımicos e
biolo´gicos, como a remoc¸a˜o de dio´xido de enxofre (SO2) do ga´s de combusta˜o, um
processo qu´ımico, ou o projeto de um rim artificial, um processo biolo´gico.
As leis de transfereˆncia de massa mostram a relac¸a˜o entre o fluxo da
substaˆncia difusora e o gradiente de concentrac¸a˜o responsa´vel pela transfereˆncia de
massa. A difusa˜o ocorre apenas em misturas, e sua avaliac¸a˜o deve envolver o exame
do efeito de cada componente. Por exemplo, muitas vezes desejamos conhecer a taxa
de difusa˜o de um componente espec´ıfico em relac¸a˜o a` velocidade da mistura. Como
cada componente pode possuir uma mobilidade diferente, a velocidade da mistura e´
as vezes aproximada pela me´dia das velocidades de todos os componentes presentes.
Quando um sistema de fase u´nica conte´m duas ou mais espe´cies cujas concentrac¸o˜es
na˜o sa˜o uniformes, massa e´ transferida para minimizar as diferenc¸as de concentrac¸a˜o
no sistema.
A transfereˆncia de massa entre um fluido em movimento e uma su-
perf´ıcie, ou entre fluidos em movimento imisc´ıveis separados por uma interface mo´vel
e´ muitas vezes auxiliada pelas caracter´ısticas dinaˆmicas do fluido em movimento.
Este modo de transfereˆncia e´ chamado de transfereˆncia de massa convectiva, com a
transfereˆncia sempre indo da concentrac¸a˜o mais alta para uma menor da espe´cie que
esta´ sendo transferida. A transfereˆncia convectiva depende tanto das propriedades
de transporte como das caracter´ısticas dinaˆmicas do fluido que flui [54].
Uma mistura consiste em duas ou mais espe´cies qu´ımicas e a quantidade
de qualquer espe´cie i pode ser quantificada em termos de sua densidade de massa
ρi(kg/m
3), ou de sua concentrac¸a˜o molar Ci(Kmol/m
3). A densidade de massa e a
concentrac¸a˜o molar esta˜o relacionadas com o peso molecular da espe´cie, Mi [27]:
ρi = MiCi,
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onde ρi representa a massa da espe´cie i por unidade de volume da mistura, e a











A quantidade de espe´cies i na mistura pode tambe´m ser quantificada





de formas que ∑
i
xi = 1.
A velocidade me´dia molar para uma mistura multicomponente e´ defi-










A velocidade de uma espe´cie particular em relac¸a˜o a` velocidade me´dia
molar e´ denominada velocidade de difusa˜o. Podemos definir a velocidade de difusa˜o,
vi − V, como a velocidade da espe´cie i em relac¸a˜o a` velocidade me´dia molar. De
acordo com a lei de Fick, uma espe´cie pode ter velocidade relativa a` velocidade
me´dia molar somente se houver gradientes na concentrac¸a˜o. A relac¸a˜o ba´sica para
a difusa˜o molecular define o fluxo molar em relac¸a˜o a` velocidade me´dia molar, JA.
Uma relac¸a˜o emp´ırica para o fluxo molar, pela primeira lei de Fick, define a difusa˜o
do componente A em um sistema isote´rmico e isoba´rico como:
JA = −DAB∇CA, (3.6)






que e´ o coeficiente de difusa˜o da espe´cie difusora A para B, D0 e´ uma constante
de proporcionalidade de unidades consistentes com DAB, Ea e´ a energia de ativac¸a˜o
(J/mol), R e´ a constante dos gases perfeitos (8, 314J/mol ·K), e T e´ a temperatura
absoluta (K).
Para um sistema bina´rio com velocidade me´dia constante, o fluxo molar
em relac¸a˜o a` velocidade me´dia molar tambe´m pode ser expresso por:
JA = CA(vA −V). (3.7)
Desta forma, obte´m-se
JA = CA(vA −V) = −DAB∇CA
e
CAvA = CAV−DAB∇CA, (3.8)
onde V pode ser avaliado pela equac¸a˜o (3.5) como
CAV = xA(CAvA + CBvB).
Substituindo esta expressa˜o na equac¸a˜o (3.8), obte´m-se
CAvA = xA(CAvA + CBvB)−DAB∇CA (3.9)
e escrevendo
NA = CAvA, (3.10)
NB = CBvB, (3.11)
e substituindo as equac¸o˜es (3.10) e (3.11) na equac¸a˜o (3.9), obte´m-se uma relac¸a˜o
para o fluxo do componente A
NA = xA(NA +NB)−DAB∇CA. (3.12)
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Note que o fluxo molar, NA, e´ resultante das duas quantidades vetorais:
−DAB∇CA o fluxo molar, JA, resultante do gradiente de concentrac¸a˜o, e´ referido
como a contribuic¸a˜o do gradiente de concentrac¸a˜o; e xA(NA +NB) = CAV, o fluxo
molar resultante do componente A transportado no fluxo em massa do fluido.
A equac¸a˜o da continuidade para a mistura e´ ideˆntica a` equac¸a˜o da
continuidade (3.1) para um fluido homogeˆneo [54]. Se RA representa a taxa de
produc¸a˜o molar de A por unidade de volume e RB representa a taxa de produc¸a˜o
molar de B por unidade de volume, as equac¸o˜es de equivalentes molares sa˜o:
para a componente A
∇ ·NA + ∂CA
∂t
−RA = 0 (3.13)
para a componente B
∇ ·NB + ∂CB
∂t
−RB = 0
e para a mistura
∇ · (NA +NB) + ∂(CA + CB)
∂t
− (RA +RB) = 0.
Para a mistura bina´ria de A e B, resulta
NA +NB = CAvA + CBvB = CV.
Em geral, a equac¸a˜o de continuidade para a mistura em unidades mo-
lares e´:
∇ · (CV) + ∂C
∂t
− (RA +RB) = 0.
Pela expressa˜o (3.12) ou seu equivalente, tem-se:
NA = xACV− CDAB∇xA. (3.14)
Logo, substituindo a equac¸a˜o (3.14) na equac¸a˜o (3.13), obte´m-se




O coeficiente de difusa˜o, DAB, e´ frequentemente assumido como cons-
tante. Dividindo cada termo pelo peso molecular de A e rearranjando, obte´m-se.
∂CA
∂t
+∇ · (VCA) = DAB∇2CA +RA,
que para qualquer espe´cie i e´ dada por:
∂Ci
∂t
+∇ · (VCi) = D∇2Ci +Ri. (3.15)
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4 PROCEDIMENTO DA SOLUC¸A˜O
Neste cap´ıtulo, define-se o modelo matema´tico com as equac¸o˜es de con-
tinuidade, quantidade de movimento e concentrac¸a˜o da espe´cie. As EDPs sa˜o adi-
mensionalizadas e sa˜o aproximadas pelo me´todo de diferenc¸as finitas. Usa-se o
me´todo iterativo de Gauss Seidel para resoluc¸a˜o de sistemas de equac¸o˜es lineares
resultante e acelera-se a convergeˆncia usando o me´todo de sobre-relaxac¸o˜es sucessi-
vas. Para a soluc¸a˜o nume´rica e´ impotante a ana´lise de consisteˆncia e estabilidade
para garantir que a aproximac¸a˜o e´ adequada.
4.1 Definic¸a˜o do Modelo Matema´tico
Na modelagem temos a entrada de um fluido (a´gua) por um canal
retangular bidimensional, e a entrada de um poluente (me´rcurio, Hg0) por um canal
no eixo x, como mostra o Figura 4.1. Considera-se o problema do escoamento de
fluido Newtoniano, sendo o problema descrito atrave´s das equac¸o˜es da continuidade,
quantidade de movimento, Poisson para a pressa˜o ( obtida a partir das equac¸o˜es de
continuidade e quantidade de movimento) e da espe´cie qu´ımica [10],[13]. O modelo
do problema f´ısico e´ obtida a partir das seguintes considerac¸o˜es:
i) Fluido newtoniano e incompress´ıvel;
ii) Escoamento bidimensional;
iii) Escoamento laminar;
iv) Escoamento permanente (mante´m-se t apenas como paraˆmetro de con-
trole nume´rico).
As equac¸o˜es seguintes sa˜o descritas para um domı´nio 0 < x∗ < X∗ e
0 < y∗ < Y ∗ e com bases nas hipo´teses (i),(ii) e (iii) tem-se:
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onde u∗ e´ a componente da velocidade longitudinal, v∗ e´ a velocidade transversal, ν
a viscosidade, ρ a massa espec´ıfica, e p∗ a pressa˜o.












+ S∗(x∗, y∗, t∗) (4.4)
onde C∗ e´ a concentrac¸a˜o de poluente (mercu´rio) na a´gua em qualquer local (x∗, y∗)
e tempo t∗; kx e ky, sa˜o os coeficientes de difusividade nas direc¸o˜es x∗ e y∗, res-
pectivamente; u∗ e´ a velocidade me´dia da a´gua; e S∗(x∗, y∗, t∗) o termo fonte, que
representa a produc¸a˜o ou destruic¸a˜o do poluente (a sua transformac¸a˜o).
4.2 Adimensionalizac¸a˜o das Equac¸o˜es
As dimenso˜es e as constantes f´ısicas adimensionais teˆm sido amplamente
utilizadas, em termodinaˆmica, o´tica, radiac¸a˜o e outras esferas da f´ısica, especial-
mente em aplicac¸o˜es em va´rios ramos cient´ıficos e te´cnicos naturais. Em matema´tica,
as quantidades adimensionais teˆm sua base teo´rica na teoria dos grupos e tambe´m
na a´lgebra linear e no ca´lculo da matriz. Ao mesmo tempo, o teorema fundamen-
tal para determinar os crite´rios de similaridade e´ a homogeneidade dimensional das
equac¸o˜es da f´ısica matema´tica sa˜o conforme definido por Fourier. Os crite´rios de
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similaridade sa˜o importantes em matema´tica nume´rica e modelagem computacional,
e na˜o apenas em expresso˜es generalizadas de estabilidade da soluc¸a˜o nume´rica das
equac¸o˜es da f´ısica matema´tica, mas tambe´m em outras esferas da matema´tica. Em
matema´tica, por exemplo, diversos nu´meros adimensionais expressam condic¸o˜es de
estabilidade da soluc¸a˜o nume´rica, tais como os nu´meros de Courant, Neumann e
Pe´clet e outros nu´meros adimensionais [32].
Os nu´meros que surgem da adimenzionalizac¸a˜o das equac¸o˜es do escoa-
mento sa˜o:
• Nu´mero de Reynolds (Re): Proporc¸a˜o entre as forc¸as de ine´rcia e













onde ρ e´ a densidade do fluido, V velocidade do fluido, L o comprimento carac-
ter´ıstica do domı´nio, µ a viscosidade dinaˆmica e ν a viscosidade cinema´tica do
fluido. O significado principal do nu´mero de Reynolds e´ que o mesmo permite ava-
liar o tipo do escoamento e pode indicar se o escoamento e´ de forma laminar ou
turbulenta. Costuma-se caracterizar um fluido com escoamento laminar num duto
para Re < 2000 e escoamento turbulento com Re > 4000 [32].
• Nu´mero de Pe´clet (Pe): Raza˜o entre o transporte convectivo e trans-
porte molecular (massa ou energia), definido como:
Pe =
taxa de transporte advectiva








onde L e´ o comprimento caracter´ıstico, V a velocidade de fluxo local, e k o coeficiente
de difusa˜o em massa. Se Pe  1 significa que o termo de advecc¸a˜o e´ significativa-
mente menor do que o termo de difusa˜o. Fisicamente, a difusa˜o domina e a advecc¸a˜o
e´ insignificante, e se Pe  1, o termo advecc¸a˜o e´ significativamente maior do que
o termo de difusa˜o. Neste caso, a advecc¸a˜o domina e a difusa˜o e´ insignificante, e o
espalhamento e´ quase inexistente.
























onde C∞ e´ a concentrac¸a˜o na corrente livre do fluido, logo as equac¸o˜es adimensio-

















































Derivando a equac¸a˜o (4.6) com respeito a x, e a equac¸a˜o (4.7) com































Logo, substituindo a equac¸a˜o de continuidade (4.5), ∇ · V = 0, na





































4.2.1 Condic¸o˜es Iniciais e Condic¸o˜es de Contorno
Considere que u indica uma varia´vel dependente em um problema de
valor de contorno. Uma condic¸a˜o que prescreve os valores de u em si ao longo de
uma parte do contorno e´ conhecida como condic¸a˜o de Dirichlet. A condic¸a˜o de
Neumann prescreve os valores das derivadas normais
du
dn
em uma parte do con-




nos contornos, onde h e´ uma constante ou func¸a˜o das varia´veis indepen-
dentes [7].
As condic¸o˜es iniciais e de contorno para as equac¸o˜es da quantidade de
movimento, pressa˜o e da espe´cie qu´ımica no modelo, para 0 ≤ x ≤ 1 e 0 ≤ y ≤ 1
10
sa˜o dadas por:
Condic¸o˜es Iniciais: para o tempo t = 0.
C(x, y, 0) = 0 (4.11)
u(x, y, 0) = 1 (4.12)
v(x, y, 0) = 0 (4.13)
p(x, y, 0) = 1 (4.14)
As condic¸o˜es de contorno utilizados no modelo sa˜o as condic¸o˜es de
Dirichlet e Neumann, e sa˜o escritas conforme segue:
Condic¸a˜o de Contorno: para o tempo t > 0
• para x = 0 e 0 < y < 1
10
C(0, y, t) = 0
u(0, y, t) = 1
















p(1, y, t) = 1
• para y = 0 e 0 < x < 1
C(x, 0, t) =

0 se 0 ≤ x < 0, 25;
1 se 0, 25 ≤ x < 0, 3;
0 se 0, 3 ≤ x ≤ 1.
v(x, 0, t) =

0 se 0 ≤ x < 0, 25;
0, 5 se 0, 25 ≤ x < 0, 3;
0 se 0, 3 ≤ x ≤ 1.




• para y = 1
10



















Na Figura 4.1 apresenta-se as condic¸o˜es de contorno do modelo.
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Figura 4.1: Condic¸o˜es de contorno do modelo
4.3 Diferenc¸as Finitas
Um dos me´todos usados para discretizar equac¸o˜es diferenciais para
soluc¸a˜o computacional e´ o me´todo de diferenc¸as finitas. A expansa˜o em se´ries de
Taylor de func¸o˜es de va´rias varia´veis independentes, resulta em diferenc¸as progres-
sivas, regressivas e centrais [42],[19],[12].
Figura 4.2: Diferenc¸as finitas unidimensional
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Pode-se deduzir uma aproximac¸a˜o de diferenc¸a progressiva utilizando
a se´rie de Taylor. As diferenc¸as finitas progressivas utilizam um ponto a frente de
xi, o ponto xi +4x, onde 4x = xi+1 − xi. A expansa˜o em se´rie de Taylor do valor
de f em x = xi +4x em torno do valor de f em x = xi e´:












+ · · · (4.15)















− · · ·






onde O(4x) significa a combinac¸a˜o de termos da ordem de 4x ou menor. Para
diferenc¸as regressivas por expansa˜o em se´ries de Taylor de f em x = xi − 4x em
torno do valor de f em x = xi resulta:












+ · · · (4.16)
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f(xi +4x)− f(xi −4x)
24x +O(4x
2)
que e´ dita ser a diferenc¸a central com precisa˜o de segunda ordem [16], [39].
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Uma interpretac¸a˜o geome´trica dos treˆs esquemas de diferenc¸as e´ mos-
trada na Figura 4.3. Veˆ-se que a aproximac¸a˜o por diferenc¸a central fornece uma
melhor representac¸a˜o da inclinac¸a˜o da curva no ponto de interesse, que e´ a primeira
derivada.
Figura 4.3: Interpretac¸a˜o geome´trica de diferenc¸as finitas
De forma semelhante, para a aproximac¸a˜o da derivada de ordem 2 das




f(xi +4x)− 2f(xi) + f(xi −4x)
4x2 +O(4x
2)
Na resoluc¸a˜o de equac¸o˜es diferenciais parciais, analisa-se func¸o˜es de
duas ou mais varia´veis, como por exemplo f(x, y), f(x, y, t). O me´todo nume´rico
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aplicado para o caso bidimensional e´ o me´todo de diferenc¸as finitas centrais, que
e´ aproximado de forma semelhante ao caso unidimensional. Os sub´ındices (i, j)
sa˜o usadas para indicar (xi, yj), como mostrado na Figura 4.4; os espac¸amentos da
malha nas direc¸o˜es i e j sa˜o 4x e 4y, respectivamente. Os pontos espaciais (i, j)
significam que xi = x0 + i4x, yj = y0 + j4y [20].
































f(xi, yj+1)− 2f(xi, yj) + f(xi, yj−1)
(4y)2 +O(4y
2)
onde 4x = xi+1 − xi−1
2
e 4y = yj+1 − yj−1
2
.
Aproximando a derivativa em relac¸a˜o ao tempo por se´ries de Taylor
para duas varia´veis em torno de (xi, tn) tem-se:












f(xi, tn +4x)− f(xi, tn)
4t +O(4t). (4.17)







4.4 Me´todo Iterativo de Gauss Seidel
O me´todo iterativo de Gauss Seidel e´ obtido pela resoluc¸a˜o da equac¸a˜o
em Ax = b. A matriz A e´ expressa como a soma de outras treˆs, na forma:
A = L+ U +D,
onde D denota a diagonal principal de A, L denota a parte triaˆngular inferior de A
(valores abaixo da diagonal principal) e U indica a parte triaˆngular superior (valores
acima da diagonal principal). Enta˜o,
(L+ U +D) x = b, (4.18)
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que pode ser escrita como:
(L+D) xk+1 = −Uxk + b (4.19)
O uso de valores rece´m-determinadas de xk+1 e´ acomodado, incluindo
a parte triaˆngular inferior de A no lado esquerdo. Reorganizando a equac¸a˜o resulta
para o me´todo iterativo de Gauss-Seidel [9]:
xk+1 = D
−1(−Uxk − Lxk+1 + b), k = 0, 1, 2, ... (4.20)
sendo x0 o vetor inicial.
4.4.1 Convergeˆncia do Me´todo Iterativo de Gauss Seidel
Definic¸a˜o 4.1. A matriz An×n = (aij) e´ estritamente diagonal dominante se, para
cada 1 ≤ i ≤ n, | aii |>
∑
i 6=j | aij |. Em outras palavras, cada valor na diagonal
principal domina sua linha no sentido de que ele e´ maior em magnitude do que a
soma das magnitudes do restante dos valores em sua linha.
Considere que a equac¸a˜o (4.19) pode ser expressa como:
xk+1 = − (L+D)−1 Uxk + (L+D)−1 b. (4.21)
Enta˜o, fica claro que a convergeˆncia do me´todo de Gauss-Seidel e´ observada se o
raio espectral da matriz e´ conforme segue:
Definic¸a˜o 4.2. O raio espectral ρ(A) de uma matriz quadrada A e´ a magnitude
ma´xima dos seus autovalores.
Teorema 4.1. Se a matriz A n × n tem raio espectral ρ(A) < 1, e b e´ arbitra´rio,
enta˜o, para qualquer vetor x0, a iterac¸a˜o xk+1 = Axk + b converge. De fato, existe
um u´nico x∗ tal que limk→∞ xk = x∗.
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Teorema 4.2. Se A e´ uma matriz n × n estritamente diagonal dominante, enta˜o
(i) A e´ uma matriz na˜o singular e (ii) para cada vetor b e cada vetor inical x0, o
Me´todo de Gauss-Seidel aplicado a Ax = b converge para uma soluc¸a˜o [42].
Demonstrac¸a˜o. Seja λ e´ um autovalor de (L+D)−1 U da equac¸a˜o (4.21), com o
autovetor correspondente v. Escolha um vetor pro´prio para que vm = 1 e todos os
outros componentes sejam menores em magnitude. Observe que os valores de L sa˜o
os aij para i > j, e os valores de U sa˜o o aij para i < j. Em seguida, note que a
linha m da equac¸a˜o do autovalor de (L+D)−1 U e´
λ(D + L)v = Uv.





























| ami | .
Segue que | λ |< 1. O teorema 4.1, implica que o me´todo de Gauss
Seidel converge para uma soluc¸a˜o de Ax = b. Finalmente, como Ax = b tem uma
soluc¸a˜o para b arbitra´rio, A e´ uma matriz na˜o singular.
4.4.2 Relaxac¸a˜o para Resolver Sistemas Lineares
A te´cnica de relaxac¸o˜es sucessivas e suas variantes esta˜o entre os me´todos
iterativos mais populares e simples utilizados para a resoluc¸a˜o de sistemas lineares
grandes em muitas a´reas da cieˆncia e de engenharia. As te´cnicas de relaxac¸a˜o sa˜o
usadas para acelerar a convergeˆncia de sistemas que sa˜o convergentes pelo me´todo de
Gauss-Seidel. A te´cnica de relaxac¸o˜es sucessivas e´ particularmente u´til para resolver
sistemas lineares que ocorrem na soluc¸a˜o nume´rica de va´rias equac¸o˜es diferenciais
parciais.
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Na equac¸a˜o (4.18), apo´s a multiplicac¸a˜o por ω e rearranjando, resulta
(ωL+ ωU + ωD) x = ωb
(ωL+D) x = ωb− ωUx + (1− ω)Dx
x = (ωL+D)−1 ((1− ω)Dx− ωUx) + ω (ωL+D)−1 b.
Logo, para um vetor inicial x0, tem-se a te´cnica de relaxac¸a˜o para o
me´todo de Gauss Seidel iterativo.
xk+1 = (ωL+D)
−1 ((1− ω)Dxk − ωUxk) + ω (ωL+D)−1 b. (4.22)
Para k = 0, 1, 2 · · · , se 0 < ω < 1 o me´todo e´ dito ser de sub-relaxac¸a˜o,
com ω = 1 e´ exatamente o me´todo de Gauss-Seidel e se ω > 1 e´ dito ser de sobre-
relaxac¸a˜o. Os me´todos sa˜o abreviados por SOR, para o me´todo de sobre-relaxac¸o˜es
sucessivas [42], [21], [9]. A equac¸a˜o (4.22) pode ser expressada como:
xk+1 = Tωxk + cω (4.23)
onde Tω = (ωL+D)
−1 ((1− ω)D − ωU) e cω = ω (ωL+D)−1 b.
Teorema 4.3. Se um aii 6= 0, para cada i = 1, 2, ..., N, enta˜o ρ(Tω) ≥| ω− 1 |. Isso
implica que o me´todo SOR pode convergir somente se 0 < ω < 2.
Demonstrac¸a˜o. Na equac¸a˜o (4.23) temos que Tω = (ωL+D)
−1 ((1− ω)D − ωU).
Rearranjando, tem-se Tω = (ωLD
−1 + I)−1 ((1− ω) I − ωD−1U), onde I, LD−1,
e D−1U , sa˜o a matriz identidade, triangular inferior e superior, respectivamente.






(1− ω) I − ωD−1U)) = (1− ω)n .
Tambe´m tem-se det(Tω) = λ1λ2 · · ·λn, onde λi sa˜o autovalores de Tω
e, por consequeˆncia, ρ(Tω) = max
1≤i≤n
| λi |≥| 1 − ω |. E assim, a fim de segurar a
convergeˆncia, deve-se ter | 1− ω |< 1, ou seja 0 < ω < 2.
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4.4.3 Gerac¸a˜o da Malha Computacional
O domı´nio adimensional do modelo num canal que tem o escoamento
da a´gua e a entrada de um poluente (mercu´rio). Este e´ um canal retangular de
dimenso˜es 1× 1
10
, onde a malha tem 60× 30 pontos, conforme mostra a Figura 4.5.
Figura 4.5: Malha bidimensional
4.5 Ana´lise de Consisteˆncia e Estabilidade
Consisteˆncia e´ uma condic¸a˜o necessa´ria para convergeˆncia, mas um es-
quema consistente na˜o e´ necessariamente convergente. Por outro lado, a maioria dos
esquemas de diferenc¸as finitas usados sa˜o de fato consistentes. A maior dificuldade
e´ obter a estabilidade, apesar disso ainda ser mais fa´cil de provar que a convergeˆncia
[1],[15]. Analisando a consisteˆncia e estabilidade da forma discretizada da equac¸a˜o
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Um requisito importante de uma aproximac¸a˜o de diferenc¸as finitas e´
que ela seja consistente com a equac¸a˜o diferencial parcial que discretiza. Quando as
derivadas de uma EDP sa˜o substitu´ıdas por diferenc¸as, uma equac¸a˜o de diferenc¸as
finitas (EDF) e´ produzida e um erro introduzido, de forma que a soluc¸a˜o exata da
EDP na˜o satisfaz a EDF precisamente. Um esquema ou operador de diferenc¸as
finitas e´ consistente se o operador se reduz a` equac¸a˜o diferencial original a` medida
que os incrementos nas varia´veis independentes desaparecem. A consisteˆncia pode
ser definida de duas formas equivalentes, mas ligeiramente diferentes.
Definic¸a˜o 4.3. Dado uma equac¸a˜o diferencial parcial, Lu = f , e um esquema de
diferenc¸as finitas L4x,4y,4tν = f , dizemos que o esquema e´ consistente com a EDP,
se para qualquer func¸a˜o φ(x, y, t) suave
Lφ− L4x,4y,4tφ→ 0 quando 4x,4y,4t→ 0,
sendo a convergeˆncia pontual em cada ponto da malha [48], [44] .
Analisando a consisteˆncia na Equac¸a˜o (4.24), para uma func¸a˜o φ(x, y, t)

































φj,k+1,n − 2φj,k,n + φj,k−1,n
(4y)2
) (4.26)
Aproximando φj,k,n+1, φj+1,k,n, φj−1,k,n, φj,k+1,n e φj,k−1,n por expansa˜o
em se´ries de Taylor, resulta:
























+ · · ·
(4.27)
























+ · · ·
(4.28)
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(4.29)
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(4.30)























+ · · ·
(4.31)
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As equac¸o˜es (4.27), (4.28),(4.29), (4.30) e (4.31) substituindo na equac¸a˜o


















































+ · · · (4.32)


















e substituindo nas equac¸o˜es (4.25) e (4.33) tem-se:
Lφ− L4x,4y,4tφ = O(4t) +O((4x)2) +O((4y)2)→ 0 (4.34)
quando 4t,4x,4y → 0. Portanto o esquema de diferenc¸as finitas utilizado e´
consistente.
4.5.2 Ana´lise de Estabilidade
A teoria da estabilidade para equac¸o˜es diferenciais parciais com condic¸o˜es
de contorno mais gerais pode ser bastante dif´ıcil, ja´ que o acoplamento entre a discre-
tizac¸a˜o das condic¸o˜es de contorno e a discretizac¸a˜o da EDP pode ser muito sutil. A
ana´lise de Fourier-Von Neumann aborda a questa˜o da estabilidade da discretizac¸a˜o
da EDP sozinha. Observa-se que a equac¸a˜o (4.24) e´ uma EDP na˜o-homogeˆnea. Para
fazer a ana´lise de estabilidade, todas as contribuic¸o˜es do termo na˜o homogeˆneo es-
tara˜o contidas no termo de truncamento [50].
Definic¸a˜o 4.4. Dada um esquema em diferenc¸as finitas Lh e´ esta´vel com norma
|| · ||. Se
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|| Uh ||≤M || LhUh ||≤M || F h ||,
para todo h > 0, onde Uh e´ a soluc¸a˜o da equac¸a˜o diferencial, LhU
h = F h.
Considera-se Cnjk como aproximac¸o˜es dos valores de C(xj, yk, tn) nos
pontos de malha
(xj, yk, tn) = (j4x, k4y, n4t)
Na ana´lise de estabilidade por Von Neumann, a decomposic¸a˜o discreta
de Fourier em duas dimenso˜es consiste na decomposic¸a˜o da func¸a˜o em uma se´rie de






√−1, ξx e ξy e´ definido separadamente para cada direc¸a˜o. O fator de am-
plificac¸a˜o e´ dado por κ no instante n. Os produtos ξx4x e ξy4y sa˜o frequentemente
denominados de aˆngulos de fase:
θx = ξx4x, θy = ξy4y.
Para obter uma condic¸a˜o de estabilidade de von Neumann, insere-se o
modo Fourier:
κneijθxeikθy .
A condic¸a˜o de estabilidade para uma equac¸a˜o de diferenc¸as finitas sera´











e´ o fator de amplificac¸a˜o.



























Substituindo a expansa˜o em se´ries de Fourier na equac¸a˜o (4.38), resulta:






κnei(j+1)θxeikθy − 2κneijθxeikθy + κnei(j−1)θxeikθy)
+ γ
(
κneijθxei(k+1)θy − 2κneijθxeikθy + κneijθxei(k−1)θy)





(eiθx − e−iθx) + β(eiθx − 2 + e−iθx) + γ(eiθy − 2 + e−iθy)
)
.
Se eiθx = cos(θx) + isen(θx) e e
























As condic¸o˜es limites sa˜o obtidas quando θx = θy = pi por um lado, e









Da´ı isso leva a
0 ≤ β + γ ≤ 1
2
(4.43)
No, segundo caso, realizando uma expansa˜o em se´ries de Taylor em
torno θx = 0 e θy = 0, com | θx |≤ θ e | θy |≤ θ , e negligenciando termos de ordem
superior, obte´m-se:
| G |2= (1− (βθ2x + γθ2y))2 + (αθx)2 +O(θ4),
| G |2= 1− 2(βθ2x + γθ2y) + (βθ2x + γθ2y)2 + (αθx)2 +O(θ4). (4.44)
Introduzindo os vetores ~θ = (θx, θy)
T e ~α = (α, 0)T na matriz diagonal
B = diag(β, γ) e negligenciando o termo de ordem superior [23], resulta
| G |2= 1− ~θT (2B − ~α⊗ ~αT )~θ.
Para que | G |2 seja menor que um, a matriz sime´trica (2B − ~α ⊗ ~αT )
deve ser na˜o negativa, o que implica que α2 < 2β e γ > 0. Se β e´ zero enta˜o α e´
tambe´m zero. Assim sendo assume-se que β > 0 na equac¸a˜o (4.43), o que implica
em 0 < β + γ ≤ 1
2
. Definindo a matriz diagonal E = diag((2β)1/2, (2γ)1/2) tem-se
2B − ~α⊗ ~αT = E(I − E−1~α⊗ ~αTE−1)E
e a matriz
A = I − (E−1~α)⊗ (E−1~α)T = I − ~d⊗ ~dT
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tambe´m deve ser definida de forma na˜o negativa. Considerando a forma quadra´tica
associada, para qualquer vetor bidimensional ~x,
~xTA~x = ~xT (I − ~d⊗ ~xT )~x = ~xT · ~x− (~dT · ~x)2,




forma, as condic¸o˜es de Von Neumann para a equac¸a˜o (4.24) sa˜o



















Logo, insertando esta´ relac¸a˜o na expressa˜o | G |2, obte´m-se














































e aplicando a desigualdade de Schawarz e a primeira condic¸a˜o de estabilidade (4.45),
resulta























| G |2≤ 1− 2γsen2(θy)
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tem-se que γ > 0, enta˜o 1− 2γsen2(θy) < 1. Portanto,
| G |2< 1
o que completa a prova de que as condic¸o˜es (4.45) e (4.46) sa˜o necessa´rias e suficientes
para a estabilidade de Von Neumann (4.38) do problema em ana´lise. A condic¸a˜o
de estabilidade apo´s substituir as equac¸o˜es (4.39), (4.40) e ((4.41) ) nas equac¸o˜es


















, resulta que a equac¸a˜o de concentrac¸a˜o












Na modelagem, considerou-se a entrada da a´gua no canal na direc¸a˜o
do eixo x, de dimenso˜es 0 ≤ x ≤ 1 e 0 ≤ y ≤ 0, 1 e a entrada da concentrac¸a˜o do
poluente mercu´rio no canal na direc¸a˜o do eixo y em 0, 25 ≤ x ≤ 0, 3. O modelado foi
baseado nas equac¸o˜es governantes do escoamento do fluido e a equac¸a˜o de concen-
trac¸a˜o das espe´cies. Considerou-se o escoamento como newtoniano, incompress´ıvel,
bidimensional, laminar e permanente. Apartir destas hipote´ses, foram obtidas as
equac¸o˜es da continuidade, quantidade de movimento, e concentrac¸a˜o das espe´cies.
Adimensionalizou-se as EDPs, e aproximou-se por diferenc¸as finitas, gerando siste-
mas de equac¸o˜es lineares. Os sistemas de equac¸o˜es foram resolvidas pelo me´todo
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de Gauss-Seidel e a convergeˆncia foi acelerada pelo me´todo de sobre-relaxac¸a˜o su-
cessiva. O co´digo computacional foi implementado na linguagem de programac¸a˜o
FORTRAN 90. Ale´m disso, fez-se a ana´lise de consisteˆncia e estabilidade da equac¸a˜o
de concentrac¸a˜o das espe´cies. Os do modelo sera˜o mostrados no pro´ximo cap´ıtulo.
47
5 RESULTADOS
Neste cap´ıtulo, apresenta-se os resultados nume´ricos e a soluc¸a˜o anal´ıtica.
Em ambas situac¸o˜es, considera-se o escoamento bidimensional num canal onde es-
coa a´gua e com a entrada de um poluente (mercu´rio). Considera-se os resultados no
regime permanente, e que a convecc¸a˜o no eixo x e´ suficientemente grande em com-
parac¸a˜o do termo difusivo no eixo x. O termo fonte e´ considerado como constante.
Mostra-se na Tabela 5.1 os dados para o modelo.








ν 1, 003× 10−6m2/s




onde o coeficiente de difusa˜o kx foi obtido em Kuss et al. [33].
Apartir destes valores sa˜o obtidos os resultados e compara-se a soluc¸a˜o
nume´rica e anal´ıtica bidimensional, mostrando-se as isolinhas da concentrac¸a˜o do
poluente no reguime permanente.
5.1 Soluc¸a˜o Anal´ıtica
As soluc¸o˜es anal´ıticas servem como ferramentas valiosas para a veri-
ficac¸a˜o dos resultados obtidos a partir de me´todos nume´ricos. A segunda carac-
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ter´ıstica de tais soluc¸o˜es e´ que elas fornecem uma melhor visa˜o do problema, defi-
nindo o agrupamento de paraˆmetros f´ısicos que os governam. Boa parte dos tra-
balhos encontrados na literatura sobre a concentrac¸a˜o de poluentes sa˜o soluc¸o˜es
anal´ıticas: de convecc¸a˜o e difusa˜o considerando o tempo mas sem o termo fonte
unidimensional no domı´nio infinito [28], e para um domı´nio finito [37]; para um
domı´nio infinito e tridimensional [52],[47], com termo fonte e considerando o tempo
e dominio infinito [25].
Neste trabalho, a equac¸a˜o de concentrac¸a˜o e´ uma equac¸a˜o diferencial
parcial linear na˜o homogeˆnea bidimensional, com uma das condic¸o˜es de contorno
na˜o homogeˆnea e descont´ınua, o que torna a soluc¸a˜o anal´ıtica do problema com-
plexa. Para a soluc¸a˜o deste problema considera-se as seguintes hipo´teses: (i) re-
gime permanente, (ii) convecc¸a˜o suficientemente grande, comparada a difusa˜o. (iii)
termo fonte S e a velocidade u constantes. Com base nestas hipo´teses, sera´ apli-
cado a transformada da Laplace, para o domı´nio x ≥ 0 e 0 ≤ y ≤ 1
10
. Antes de
comec¸ar a obtenc¸a˜o da soluc¸a˜o anal´ıtica, lembraremos de algumas propriedades da
transformada de Laplace inversa:

















Demonstrac¸a˜o. A prova destas propriedades pode ser encontrada em Spiegel [46].












, onde k > 0 e 0 < x < a.











Achar a soluc¸a˜o da equac¸a˜o (5.3) e´ encontrar os po´los, e a func¸a˜o tem




































Para o res´ıduo sn = −n
2pi2
a2













































































































































































































































































3. A transformada de Laplace inversa da equac¸a˜o (5.9), e´ obtida fa-































































Na obtenc¸a˜o da soluc¸a˜o da equac¸a˜o diferencial parcial bidimensional,

















considere-se as seguinte hipo´teses:

































A equac¸a˜o (5.13) sera´ resolvida com seguintes condic¸o˜es:
C(0, y) = 0; (5.14)





) = 0 (5.16)
onde H(x− 0, 25)−H(x− 0, 3) e´ a func¸a˜o Heaviside, o que implica em:
H(x− 0, 25)−H(x− 0, 3) =

0 se 0 ≤ x < 0, 25;
1 se 0, 25 ≤ x < 0, 3;
0 se x ≥ 0, 3.
Para obter a soluc¸a˜o:
Primeiro: Aplica-se a transformada de Laplace com respeito a x.
Considera-se L {C(x, y)} = X(η, y), enta˜o aplica-se transformada de Laplace na












} = ηX(η, y)− C(0, y); L {1} = 1
η
(5.18)
e aplicando a transformada de Laplace na equac¸a˜o (5.15) com respeito a x resulta
L {C(x, 0)} = X(η, 0) = L {H(x− 0, 25)} −L {H(x− 0, 3)} (5.19)





De forma semelhante para a equac¸a˜o (5.16), tem-se:
L {C(x, 1
10
)} = X(η, 1
10
) = 0. (5.21)
Substituindo a equac¸a˜o (5.18) em (5.17), tem-se:









e usando a condic¸a˜o (5.14), a equac¸a˜o (5.22) pode ser expressa como:
∂2X(η, y)
∂y2
− uηPeyX(η, y) = −PeyS
η
, (5.23)








− uηPeyX(η, y) = −PeyS
η
(5.24)
Para resolver equac¸o˜es diferenciais ordina´rias na˜o homogeˆneas, tem-se
que encontrar a soluc¸a˜o da parte homogeˆnea Xc, e a soluc¸a˜o da parte na˜o homogeˆnea
ou soluc¸a˜o particular Xp, onde a soluc¸a˜o geral e´ X = Xc + Xp. Primeiro acha-se a
soluc¸a˜o da parte homogeˆnea.
∂2X(η, y)
∂y2
− aX(η, y) = 0, (5.25)
e obte´m-se a equac¸a˜o caractar´ıstica dada da seguinte forma:
r2 − uηPey = 0, (5.26)
onde r1 =
√
uηPey e r2 = −
√
uηPey, sa˜o duas ra´ızes diferentes e reais. Logo, a
soluc¸a˜o da equac¸a˜o e´ dada por:





A soluc¸a˜o particular, e´ uma func¸a˜o constante A:
Xp = A, (5.28)






A soluc¸a˜o geral da equac¸a˜o diferencial (5.24) torna-se:








Para y = 0 na equac¸a˜o (5.30) e condic¸a˜o de contorno (5.20), tem-se












































e substituindo a condic¸a˜o de contorno (5.21) na equac¸a˜o (5.33), obte´m-se o coefici-
ente c2:
























































































Terceiro Aplicando a transformada de Laplace inversa em (5.35).
Aplica-se a transformada inversa com respeito a ρ. Se L −1{X(η, y)} = C(x, y) e
usando a propriedade L −1{e−aηX(η, y)} = C(x−a, y)H(x−a), onde a > 0, tem-se




































































Assim, usando as equac¸o˜es (5.6), (5.8) e (5.10) na equac¸a˜o (5.36) e








































Na Figura 5.1, mostra-se as isolinhas da soluc¸a˜o anal´ıtica, que foi ob-










para x ≥ 0 e 0 ≤ y ≤ 1
10
, com condic¸o˜es de contorno: C(0, y) = 0, C(x, 0) =
H(x− 0, 25)−H(x− 0, 3) e C(x, 1
10
) = 0.
Os dados do modelo anal´ıtico sa˜o indicados na Tabela 5.2.









Onde u e´ a velocidade meia da a´gua.
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Figura 5.1: Isolinhas de concentrac¸a˜o da soluc¸a˜o anal´ıtica
Na Figura 5.1 mostra-se as isolinhas da concentrac¸a˜o do poluente. O
espalhamento do poluente e´ influenciado pela velocidade da a´gua na direc¸a˜o do eixo
x, e apresenta comportamento idealizado pelo modelo anal´ıtico.
5.2 Soluc¸a˜o Nume´rica
A soluc¸a˜o nume´rica foi obtida com base nas equac¸o˜es governantes do
escoamento do fluido e a equac¸a˜o da concentrac¸a˜o da espe´cies, com condic¸o˜es de
































































onde 0 ≤ x ≤ 1 e 0 ≤ y ≤ 1
10
, e os dados mostrados na Tabela 5.1. Resultam as
isolinhas da equac¸a˜o da concentrac¸a˜o das espe´cies mostradas na Figura 5.2.
Figura 5.2: Isolinhas de concentrac¸a˜o da soluc¸a˜o nume´rica
Observa-se, na Figura 5.2, que as isolinhas da concentrac¸a˜o para valores
maiores que 0,4 apresentam maior espalhamento do poluente. Na regia˜o esquerda a`
entrada do poluente tem-se uma pequena acumulac¸a˜o devido ao fluxo cruzado entre
poluente e a´gua. O tempo computacional para obtenc¸a˜o desta soluc¸a˜o foi de apro-
ximadamente 40 minutos num computador Intel-Core I3; para erro na concentrac¸a˜o
menor que 10−5.
A comparac¸a˜o da soluc¸a˜o anal´ıtica e nume´rica e´ mostrada na Figura
5.3
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Figura 5.3: Comparac¸a˜o da soluc¸a˜o anal´ıtica e nume´rica: isolinhas de concentrac¸a˜o
O resultado apresentado na Figura 5.3 representa as isolinhas da con-
centrac¸a˜o da soluc¸a˜o anal´ıtica e nume´rica. Nota-se maior espalhamento do poluente
na soluc¸a˜o anal´ıtica para valores maiores de 0,4, uma vez que esta tende a ser mais
difusiva. Na soluc¸a˜o anal´ıtica a componente da velocidade e´ mantida constante.











onde CA representa a soluc¸a˜o anal´ıtica da concentrac¸a˜o da espe´cies, CN a soluc¸a˜o
nume´rica da concentrac¸a˜o da espe´cies, e n = 1800 o nu´mero de pontos na malha.
Obte´m-se um erro global de rm = 0.0727 (ou de 7,27 %).
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6 CONCLUSO˜ES E CONTRIBUIC¸O˜ES
Nesta pesquisa, o objetivo principal foi desenvolver um modelo ma-
tema´tico para a distribuic¸a˜o da concentrac¸a˜o do poluente mercu´rio na a´gua. O
modelo e´ um canal bidimensional, com escoamento em regime permanente e incom-
press´ıvel. As equac¸o˜es governantes do escoamento foram discretizadas por diferenc¸as
finitas, que gerou sistemas lineares e que foram resolvidas pelo me´todo de Gauss Sei-
del. Para acelerar a convergeˆncia usou-se o me´todo SOR.
Um dos objetivos espec´ıficos foi analizar a consisteˆncia da discretizac¸a˜o
da equac¸a˜o da concentrac¸a˜o, que tem ordem de precic¸a˜o de O(4t) + O((4x)2) +












Foram comparadas a soluc¸a˜o nume´rica do modelo com a soluc¸a˜o anal´ıtica,
considerando em ambas regime permanente, com convecc¸a˜o em x suficientemente
maior que a difusa˜o no eixo x, e com termo fonte constante. Obteve-se concordaˆncia
razoa´vel entre os resultados.
6.1 Contribuic¸o˜es
O modelo matema´tico foi desenvolvido para escoamento em regime per-
manente, bidimensional e incompress´ıvel. As equac¸o˜es governantes foram discreti-
zadas em diferenc¸as finitas, o que gerou sistemas de equac¸o˜es lineares que foram
resolvidas pelo me´todo iterativo de Gauss Seidel e acelerou-se a convergeˆncia pelo
me´todo SOR, para as equac¸o˜es da quantidade de movimento, pressa˜o e concentrac¸a˜o.
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Uma das contribuic¸o˜es desta pesquisa foi a obtenc¸a˜o da soluc¸a˜o anal´ıtica
da concentrac¸a˜o do poluente, com termo fonte constante e uma das condic¸o˜es de con-
torno na˜o homogeˆnea e descont´ınua. Outra contribuic¸a˜o foi obter o modelo nume´rico
para o espalhamento de poluente na a´gua baseado nas equac¸o˜es governantes do es-
coamento do fluido e com a equac¸a˜o de concentrac¸a˜o das espe´cies.
6.2 Sugesto˜es para Trabalhos Futuros
Para que o modelo seja mais real´ıstico, faz-se necessa´rio considerar o
caso turbulento, pois e´ o tipo de movimentac¸a˜o que tem a a´gua ou ar, ale´m de con-
siderar a terceira dimensa˜o. Outra proposta seria considerar o caso de um canal na˜o
limitado no eixo y, podendo-se extender o modelo para o caso de rios, lagos e mares.
Tambe´m se poderia trabalhar no regime na˜o permanente, como foi mencionado na
motivac¸a˜o, em situac¸o˜es onde a previsa˜o da dispersa˜o do poluente e´ crucial para a
tomada de deciso˜es eficazes e ra´pidas.
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